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摘 要：本文采用有限差分-重心插值配点法求解非线性耦合 Burgers 方程．对于耦合 Burgers 方程，首先通过直接线性

化迭代方法将其转化为线性迭代方程．然后使用重心插值配点法离散空间，采用 Crank-Nicolson 差分格式离散时间，得

到对应的线性代数方程组，并进一步推导得到空间半离散格式和全离散格式的相容性分析．最后利用数值算例验证了

格式的高精度与有效性．
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The High-Precision Scheme for the Coupled Burgers Equation

Fu Yu, Gao Tian, Hu Yudie, Weng Zhifeng
(School of Mathematics Science, Huaqiao University, Quanzhou Fujian 362021, China)

Abstract：This paper proposes the finite difference-barycentric interpolation collocation scheme for the nonlinearly coupled 

Burgers equation. For the coupled Burgers equation, it is firstly transformed into a linear equations via the direct linearization 

iteration. The spatial direction is discretized by the barycentric interpolation collocation method, and the time direction is dis‐

cretized by the Crank-Nicolson scheme. The corresponding linear algebraic equations are derived. The consistency analysis is 

provided for the semi-discrete scheme in space and the fully discrete scheme. Numerical experiments verify the high precision 

and efficiency of our scheme.
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0　引 言

耦合 Burgers 方程是一类重要的非线性偏微分方程，在科学技术领域应用广泛，如湍流运动、超声速流、波

传播、翼型绕流等．本文考虑如下具有两个未知变量 u 和 v 的耦合黏性 Burgers 方程：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

εuxx = ut + α1uux + α2 (uv )x,                a ≤ x ≤ b, t > 0,

εvxx = vt + β1vvx + β2 (uv )x,                 a ≤ x ≤ b, t > 0,

u ( x, 0 ) = f0 ( x ), v ( x, 0 ) = g0 ( x ),    a ≤ x ≤ b,

u (a, t ) = f1 ( t ), u (b, t ) = f2 ( t ),         t > 0,

v (a, t ) = g1 ( t ), v (b, t ) = g2 ( t ),       t > 0,

(1)

式中：ε为黏性系数；αk和βk （k = 1, 2）为依赖物理量的实数；f0（x）、 g0（x）、 f1（t）、 f2（t）、 g1（t）、 g2（t）为给定函数．
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耦合 Burgers 方程作为一类重要的流体流动方程，对其进行数值求解具有重要意义．许多研究者设计了有

效的数值算法求解耦合 Burgers 方程．Sheng 等［1］提出使用有限元方法结合分级网格上的 L1 公式求解耦合

Burgers 方程；Alharbi 等［2］利用线耦合方法中的非中心公式与 Runge-Kutta 空间离散化相结合求解耦合 Burgers

方程；Ghafoor 等［3］针对耦合 Burgers 方程设计了高效三次 B 样条配点数值格式并给出格式的理论分析；Ahmad

等［4］提出两种基于辅助参数改进的变分迭代算法（MVIA-Ⅰ与 MVIA-Ⅱ），用于求解耦合 Burgers 方程．一些学者

通过 Hopf-Cole 变换来数值求解 Burgers 方程．虽然 Hopf-Cole 变换是一种有效求解 Burgers 方程的方法，但其

主要适用于具有特定形式的 Burgers 方程．对于某些特定条件或特殊形式的 Burgers 方程，Hopf-Cole 变换可能

无法直接应用或效果不佳．这限制了 Hopf-Cole 变换在更广范围的应用．

近年来，许多学者将重心插值配点法推广到求解各类微分方程，如 Allen-Cahn 方程［5］、Sine-Gordon 方程［6］、

Volterra-Fredholm 积分方程［7］、Cahn-Hilliard 方程［8］等．重心插值配点法是一种新型无网格数值计算方法，具有

精度高、程序实施便捷、计算格式简洁、节点适应性优良等优点．Higham［9］利用重心 Lagrange 插值公式克服 La‐

grange 插值公式的缺点，有效避免差分格式带来的累积误差，并使用 Chebyshev 节点有效克服龙格现象，解决了

振荡问题．Li［10］针对线性分数阶反应扩散方程，使用重心插值配点法，并给出方程求解的收敛速度；Li 等［11］利

用重心插值配点法求解双谐波方程，数值算例结果表明该方法的高精度性；Liu 等［12］提出一种针对耦合 Burgers

方程求解问题的重心插值方法，但未给出该方法的相容性分析；Yi 等［13］针对时间分数阶电报方程，采用重心插

值配点法求解，并给出相应的相容性分析；Li 等［14］针对一维热传导方程求解问题，并给出重心插值配点格式及

其相容性分析．

基于前人工作，本文利用有限差分-重心插值 Chebyshev 配点法求解耦合 Burgers 方程，并给出空间半离散

配点格式和全离散格式的相容性误差分析，最后通过数值算例验证格式的有效性．与经典差分方法相比，本

文所提算法具有指数收敛的性质，且改变时间或黏性系数，数值解保持稳定．

1　重心插值配点法概述

1.1　重心Lagrange插值

考虑一组插值节点 xj以及与之对应的实数集合 fj （j = 0，1，2，…，m），借助多项式插值方法可知，在次数不

超过 m 的多项式函数空间内，存在唯一的插值多项式 p（x），使得对所有的下标 j，均满足插值条件 p（xj） = fj．将

其展开为 Lagrange 插值的形式，可表示为：

p ( x ) =∑
j = 0

m

γj ( x ) fj, (2)

其中基函数 γj（x）的定义为：

γj ( x ) = ∏
i = 0, i ≠ j

m

( x -  xi ) ( ∏i = 0, i ≠ j

m

( x -  xi )) -1

,  j = 0,  1,  ⋯  ,  m. (3)

满足性质：

γj ( xi ) = δji =
ì
í
î

1,  j = i,

0,  j ≠ i,
  i,  j = 0,  1,  ⋯  ,  m, (4)

以及

∑
j = 0

m

γj ( x ) = 1. (5)

令 l（x） = （x -  x0）（x -  x1）…（x -  xm），定义重心权：

ωj = ( ∏i = 0, i ≠ j

m

( xj -  xi )) -1

,  j = 0,  1,  ⋯  ,  m. (6)

则插值基函数可表示为：

γj ( x ) = l ( x )
ωj

x -  xj

,  j = 0,  1,  ⋯  ,  m. (7)

将式（7）代入式（2），得：
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p ( x ) = l ( x )∑
j = 0

m ωj

x -  xj

fj. (8)

由式（5）至式（8）可得重心 Lagrange 插值公式：

p ( x ) =
∑
j = 0

m ωj

x -  xj

fj

∑
j = 0

m ωj

x -  xj

. (9)

重心 Lagrange 插值在等距节点情形下呈现病态性，若选取满足密度比为（1 - x2）−1/2的节点族，能够使其具

备优良的数值稳定性．而满足该条件的节点分布中，最为简洁的是 Chebyshev 点族，故本文采用第二类 Cheby‐

shev 点族，其节点形式为 xj = cos（jπ/m）， j = 0，1，…，m，以此保障重心 Lagrange 插值的数值稳定性．

与传统 Lagrange 插值相比，重心 Lagrange 插值的重心形式为其提供了实质性的算法改进．不仅将单点求

值复杂度降至 O（n），显著提升计算效率，而且将插值表示为比值的形式，有效规避直接计算高阶基函数时产生

的大数相减问题，增强数值稳定性．

1.2　微分矩阵

借助式（9），可以推导得到函数 p（x）在插值节点 xi处的 k 阶导数：

p(k ) ( xi ) =
dk p ( xi )

dxk
=∑

j = 0

m

γ(k )
j ( xi ) fj =∑

j = 0

m

C (k )
ij fj, (10)

式中：C（k） = （C（k）
ij）为函数的 k 阶微分矩阵．对基函数 γj（x）求导，结合数学归纳法可推导出 C（k）的递推关

系式［15］：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

C (k )
ij = k ( )C (k -1)

ii C (1)
ij -  

C (k -  1)
ij

xi -  xj

, i ≠ j,

C (k )
ii = - ∑

j = 0,   j ≠ i

m

C (k )
ij .

(11)

2　直接线性化迭代

2.1　直接线性化迭代方法

针对非线性常微分方程Du（x） = f（x），其中D表示微分算子，可将其拆分为线性项和非线性项两部分：

Lu ( x ) + Nu ( x ) = f ( x ), (12)

式中：L为线性微分算子；N为非线性微分算子．

若给定初始已知函数 u0（x），将其代入式（12）中的非线性项，得：

Lu ( x ) + Nu0 ( x ) = f ( x ). (13)

此时式（12）转化为线性微分方程．对式（13）进行求解可得新的函数 u1（x），进而构造如下线性迭代格式：

Lun ( x ) + Nun -  1 ( x ) = f ( x ). (14)

若该迭代格式满足收敛性，则当 n→∞时，有 un（x）→u（x）．

在实际计算过程中，当达到给定控制精度 ε时迭代过程终止，从而得到非线性问题的近似解．上述过程称

为直接线性化迭代方法．

2.2　直接线性化迭代求解耦合Burgers方程

非线性耦合 Burgers 方程组可写为如下形式：

ì
í
î

εuxx = ut + (α1u + α2v )ux + α2uvx,

εvxx = vt + ( β1v + β2u )vx + β2vux.
(15)

对于给定的初始假设函数 u0、v0，式（15）可直接线性化为：

ì
í
î

εuxx = ut + (α1u0 + α2v0 )ux + α2u0vx,

εvxx = vt + ( β1v0 + β2u0 )vx + β2v0ux.
(16)

构造线性迭代格式如下：
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ì
í
î

εun + 1, xx = un + 1, t + (α1un + α2vn )un + 1, x + α2unvn + 1, x,

εvn + 1, xx = vn + 1, t + ( β1vn + β2un )vn + 1, x + β2vnun + 1, x,
 n = 0,  1,  2,  ⋯  . (17)

引入记号 s（x， t） = α1un+α2vn、 s̃s̃（x， t） = β1vn+β2un、 g（x， t） = α2un、 g̃s̃（x， t） = β2vn、 u（x， t） = un+1（x， t），则方程

可简记为：

ì
í
î

εuxx = ut + s ( x, t )ux + g ( x, t )vx,

εvxx = vt + s͂ ( x, t )vx + g͂ ( x, t )ux,
 n = 0,  1,  2,  ⋯  . (18)

3　有限差分-配点法的离散格式

3.1　半离散格式

将区间[a， b]剖分为 m+1 个第二类 Chebyshev 节点，即 a = x0<x1<…<xm = b，记 u（xi， t） = ui（t）、v（xi， t） = 

vi（t），固定变量 t，得 u（x， t）、v（x， t）在点 x0， x1，…， xm的重心插值函数为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

u ( x, t ) =∑
l = 0

m

Ll ( x )ul ( t ),

v ( x, t ) =∑
l = 0

m

Ll ( x )vl ( t ).

(19)

将式（19）代入式（18），并令其在节点 x0， x1，…， xm处成立，可得：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ε∑
l = 0

m

L″l ( xi )ul ( t ) =∑
l = 0

m

Ll ( xi )u̇l ( t ) + s ( xi, t )∑
l = 0

m

L′l ( xi )ul ( t ) + g ( xi, t )∑
l = 0

m

L′l ( xi )vl ( t ),

ε∑
l = 0

m

L″l ( xi )vl ( t ) =∑
l = 0

m

Ll ( xi )v̇l ( t ) + s͂ ( xi, t )∑
l = 0

m

L′l ( xi )vl ( t ) + g͂ ( xi, t )∑
l = 0

m

L′l ( xi )ul ( t ),

(20)

式中：u̇l ( t ) =
dul ( t )

dt
，v̇l ( t ) =

dvl ( t )
dt

，L″l ( xi) = C (2)
il ，L′l( xi) = C (1)

il ，其中 C (v )
il (v = 1，2，…) 是节点 x0， x1，…， xm上重

心插值的 v 阶微分矩阵的元素．

记 s（xi， t） = si（t）、 s̃s̃（xi， t） = s̃s̃i（t）、 g（xi， t） = gi（t）、 g̃s̃（xi， t） = g̃s̃i（t），i = 0， 1，…， m，且令 U = [u0（t）， u1（t），…， 

um（t）]T、V = [v0（t）， v1（t），…， vm（t）]T、 S = diag（s0（t）， s1（t），…， sm（t））、S̃S̃ = diag（s̃s̃0（t）， s̃s̃1（t），…， s̃s̃m（t））、 G = 

diag（g0（t），g1（t），…， gm（t））、 G̃S̃  = diag（g̃s̃0（t）， g̃s̃1（t），…， g̃s̃m（t））．

则式（20）可表示为：

ì
í
î

ïï
ïï

εC (2)U = U̇ + SC (1)U + GC (1)V,

εC (2)V = V̇ + S͂C (1)V + G͂C (1)U,
(21)

式中：C（1）、C（2）的矩阵形式为 ( )C (1)
00 ⋯ C (1)

0m⋮ ⋱ ⋮
C (1)

m0 ⋯ C (1)
mm

、 ( )C (2)
00 ⋯ C (2)

0m⋮ ⋱ ⋮
C (2)

m0 ⋯ C (2)
mm

．

3.2　半离散格式的相容性分析

针对耦合 Burgers 方程的重心插值配点格式展开相容性分析．依据插值余项定理，可得：

e ( x ) := u ( x ) -  p ( x ) =
u(m + 1) (ξi )
(m + 1)! ∏i = 0

m

( x -  xi ), (22)

式中：p（x）是 u（x）的重心 Lagrange 插值逼近函数．

引理  1 若 u（x）∈C m + 1（[a， b]），则式（22）定义的误差函数 e（x）具备如下逼近性质［13］：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

|| e ( x ) ≤ C1 u(m + 1)

∞( )elx

2m

m

,

|| e′ ( x ) ≤ C *
1 u(m + 1)

∞( )elx

2 (m -  1)

m -  1

,

|| e″( x ) ≤ C **
1  u(m + 1)

∞( )elx

2 (m -  2)

m -  2

,

(23)
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式中：e 是自然常数；lx代表区间长度[a， b]的一半．

定理  1 若 u（x）， v（x）∈Cm + 1[a， b]×C0[0， T ]，假设 u（x， t）、u（xm， t）、v（x， t）、v（xm， t）有界，则有如下误差

结果：

|u ( x, t ) -  u ( xm, t )| + |v ( x, t ) -  v ( xm, t )| ≤ C
ì
í
î

ïï
ïï
 u(m + 1)

∞( elx

2 (m -  2) )m -  2

+  v(m + 1)

∞( elx

2 (m -  2) )m -  2ü
ý
þ

ïïïï

ïï
, (24)

式中：u（xm， t）为 u（x， t）的重心 Lagrange 插值函数；v（xm， t）为 v（x， t）的重心 Lagrange 插值函数．

证明 由式（15）有：

ε (uxx ( x, t ) + vxx ( x, t ) ) -  (ut ( x, t ) + vt ( x, t ) ) -
(α1u ( x, t ) + α2v ( x, t ) + β2v ( x, t ) )ux ( x, t ) -
( β1v ( x, t ) + β2u ( x, t ) + α2u ( x, t ) )vx ( x, t ) = 0,

(25)

则

[ ε (uxx ( x, t ) + vxx ( x, t ) ) -  (ut ( x, t ) + vt ( x, t ) ) -  (α1u ( x, t ) + α2v ( x, t ) + β2v ( x, t ) )ux ( x, t ) -
( β1v ( x, t ) + β2u ( x, t ) + α2u ( x, t ) )vx ( x, t ) ] -  [ ε (uxx ( xm, t ) + vxx ( xm, t ) ) -  (ut ( xm, t ) + vt ( xm, t ) ) -
(α1u ( xm, t ) + α2v ( xm, t ) + β2v ( xm, t ) )ux ( xm, t ) -  ( β1v ( xm, t ) + β2u ( xm, t ) + α2u ( xm, t ) )vx ( xm, t ) ]

= ε [ uxx ( x, t ) + vxx ( x, t ) -  (uxx ( xm, t ) + vxx ( xm, t ) ) ] -  [ ut ( x, t ) + vt ( x, t ) -  (ut ( xm, t ) + vt ( xm, t ) ) ] -
[ (α1u ( x, t ) + α2v ( x, t ) + β2v ( x, t ) )ux ( x, t ) -  (α1u ( xm, t ) + α2v ( xm, t ) + β2v ( xm, t ) )ux ( xm, t ) ] -
[ ( β1v ( x, t ) + β2u ( x, t ) + α2u ( x, t ) )vx ( x, t ) -  ( β1v ( xm, t ) + β2u ( xm, t ) + α2u ( xm, t ) )vx ( xm, t ) ]
:= R1 -  R2 -  R3 -  R4.

(26)

对于 R1，有：

| R1 | = | ε [ uxx ( x, t ) + vxx ( x, t ) -  (uxx ( xm, t ) + vxx ( xm, t ) ) ] |
        = | ε [ (uxx ( x, t ) -  uxx ( xm, t ) ) + (vxx ( x, t ) -  vxx ( xm, t ) ) ] |

        ≤ C **
1  u(m + 1)

∞( elx

2 (m - 2) )m - 2
+ C **

1  v(m + 1)

∞( elx

2 (m - 2) )m -  2

.

(27)

对于 R2，有：

| R2 | = | (ut ( x, t ) + vt ( x, t ) ) -  (ut ( xm, t ) + vt ( xm, t ) ) |
        = | (ut ( x, t ) -  ut ( xm, t ) ) + (vt ( x, t ) -  vt ( xm, t ) ) |

        ≤ C1 u(m + 1)

∞( elx

2m ) m

+ C1 v(m + 1)

∞( elx

2m ) m

.

(28)

对于 R3，有：

| R3 | = |(α1u ( x, t ) + α2v ( x, t ) + β2v ( x, t ) )ux ( x, t ) -  (α1u ( xm, t ) + α2v ( xm, t ) + β2v ( xm, t ) )ux ( xm, t )|

        ≤ C | ux ( x, t ) -  ux ( xm, t ) | ≤ C *
1 u(m + 1)

∞( elx

2 (m -  1) )m -  1

.

(29)

对于 R4，有：

| R4 | = |( β1v ( x, t ) + β2u ( x, t ) + α2u ( x, t ) )vx ( x, t ) -  ( β1v ( xm, t ) + β2u ( xm, t ) + α2u ( xm, t ) )vx ( xm, t )|

        ≤ C | vx ( x, t ) -  vx ( xm, t ) | ≤ C *
1 v(m + 1)

∞( elx

2 (m -  1) )m -  1

.

(30)

将式（27~30）代入式（26），可得耦合 Burgers 方程空间半离散格式的相容性分析．

3.3　全离散格式

为构建 Crank-Nicolson 格式对应的全离散格式，本文对时间维度进行等距剖分，取时间步长 τ = T/n，其中

时间节点满足 0 = t0<t1<…<tn = T．

采用 Crank-Nicolson 格式对式（21）进行离散，可得：
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ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

εC (2)U
k +

1
2 =

U k + 1 -  U k

τ
+ S

k +
1
2C (1)U

k +
1
2 + G

k +
1
2C (1)V

k +
1
2 ,

εC (2)V
k +

1
2 =

V k + 1 -  V k

τ
+ S͂

k +
1
2C (1)V

k +
1
2 + G͂

k +
1
2C (1)U

k +
1
2 .

(31)

将 U k + 1/2 = （U k + 1 + Uk）/2、V k + 1/2 = （V k + 1 + V k）/2 代入，得到全离散格式如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

( )τε
2

C (2) -  
τ
2

S
k +

1
2C (1) -  Im + 1 U k + 1 -  

τ
2

G
k +

1
2C (1)V k + 1 =

( )τ
2

S
k +

1
2C (1) -  

τε
2

C (2) -  Im + 1 U k +
τ
2

G
k +

1
2C (1)V k,

( )τε
2

C (2) -  
τ
2

S͂
k +

1
2C (1) -  Im + 1 V k + 1 -  

τ
2

G͂
k +

1
2C (1)U k + 1 =

( )τ
2

S͂
k +

1
2C (1) -  

τε
2

C (2) -  Im + 1 V k +
τ
2

G͂
k +

1
2C (1)U k,

  k = 0, 1, ⋯ , n -  1. (32)

3.4　全离散格式的相容性分析

定理  2 设 u（x）， v（x）∈C m + 1[a， b]×C2（0， T ]．通过 Crank-Nicolson 格式与重心 Lagrange 插值配点法所得

非线性离散格式分别记为 uh（xm， tn）、vh（xm， tn）．则有：

|| u ( x, t ) -  uh( )xm, tn + || v ( x, t ) -  vh( )xm, tn ≤ C
ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
τ 2 +  u(m + 1)

∞

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú( )elx

2 (m -  2)

m -  2

+  v(m + 1)

∞

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú( )elx

2 (m -  2)

m -  2

 
.

(33)

证明 设式（1）在时间维度采用 Crank-Nicolson 差分方法进行离散得到的数值解为 u（x， tn+1/2），则有：

ε (uxx ( x, tn + 1/2 ) + vxx ( x, tn + 1/2 ) ) -  δ (ut ( x, tn + 1/2 ) + vt ( x, tn + 1/2 ) ) -
(α1u ( x, tn + 1/2 ) + α2v ( x, tn + 1/2 ) + β2v ( x, tn + 1/2 ) )ux ( x, tn + 1/2 ) -
( β1v ( x, tn + 1/2 ) + β2u ( x, tn + 1/2 ) + α2u ( x, tn + 1/2 ) )vx ( x, tn + 1/2 ) = Rn,

(34)

式中：δut（x， tn+1/2） = （u（x， tn+1） - u（x， tn））/τ、δvt（x， tn+1/2）=（v（x， tn+1） - v（x， tn））/τ、Rn=δut（x， tn+1/2） - ut（x， tn+1/2）  

+δvt（x， tn+1/2） - vt（x， tn+1/2）为时间方向的截断误差．

由 Taylor 展开，可得：

| Rn |  ⩽  Cτ 2. (35)

空间方向利用重心 Lagrange 插值配点法离散，有：

ε (uxx ( xm, tn + 1/2 ) + vxx ( xm, tn + 1/2 ) ) -  δ (uh
t ( xm, tn + 1/2 ) + vh

t ( xm, tn + 1/2 ) ) -
(α1u

h ( xm, tn + 1/2 ) + α2v
h ( xm, tn + 1/2 ) + β2v

h ( xm, tn + 1/2 ) )uh
x ( xm, tn + 1/2 ) -

( β1v
h ( xm, tn + 1/2 ) + β2u

h ( xm, tn + 1/2 ) + α2u
h ( xm, tn + 1/2 ) )vh

x ( xm, tn + 1/2 ) = Rn + εm,
(36)

式中：εm为空间截断误差．

由式（34）和式（36）可得：

ε [ (uxx ( x, tn + 1/2 ) -  uxx ( xm, tn + 1/2 ) ) + (vxx ( x, tn + 1/2 ) -  vxx ( xm, tn + 1/2 ) ) ] -
δ [ (ut ( x, tn + 1/2 ) -  uh

t ( xm, tn + 1/2 ) ) + (vt ( x, tn + 1/2 ) -  vh
t ( xm, tn + 1/2 ) ) ] -

[ (α1u ( x, tn + 1/2 ) + α2v ( x, tn + 1/2 ) + β2v ( x, tn + 1/2 ) )ux ( x, tn + 1/2 ) -
(α1u

h ( xm, tn + 1/2 ) + α2v
h ( xm, tn + 1/2 ) + β2v

h ( xm, tn + 1/2 ) )uh
x ( xm, tn + 1/2 ) ] -

[ ( β1v ( x, tn + 1/2 ) + β2u ( x, tn + 1/2 ) + α2u ( x, tn + 1/2 ) )vx ( x, tn + 1/2 ) -
( β1v

h ( xm, tn + 1/2 ) + β2u
h ( xm, tn + 1/2 ) + α2u

h ( xm, tn + 1/2 ) )vh
x ( xm, tn + 1/2 ) ] = -εm.

(37)

由引理 1，类似定理 1 的推导，有：

| εm |  ⩽  C
ì
í
î

ïï

ïï
 u(m + 1)

∞

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( elx

2 (m -  2) )m -  2ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

+  v(m + 1)

∞

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( elx

2 (m -  2) )m -  2ù

û

ú
úú
ú
ú
úü
ý
þ

ïïïï

ïï.
(38)

结合式（35）和式（38），定理得证．
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4　数值实验

为验证前文构建的 BICM-CN 格式的有效性，本节通过数值算例展开分析．其中绝对误差||E||∞定义如下：

 E(u )
∞
 :=  uc -  ue ∞

,   E(v )
∞
 :=  vc -  ve ∞

, (39)

式中：uc和 vc为式（1）的数值解；ue和 ve为式（1）的精确解；||‧||∞为矩阵的无穷范数．

4.1　算例  1

取 ε = 1、α1 = -2、α2 = 1、β1 = -2、β2 = 1，即考虑如下方程：

ì
í
î

ut = uxx + 2uux -  (uv )x,

vt = vxx + 2vvx -  (uv )x,
-π ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T . (40)

初始条件为：

u ( x, 0 ) = v ( x, 0 ) = sin ( x ), -π ≤ x ≤ π. (41)

边值条件为：
u (-π, t ) = u (π, t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

v (-π, t ) = v (π, t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T.
(42)

初始假设函数取 u0 = sin（x）、 v0 = cos（x），耦合 Burgers 方程的解析解为：

u ( x, t ) = v ( x, t ) = e-tsin x. (43)

表 1 展示了耦合 Burgers 方程采用 BICM-CN 格式的时间收敛阶结果．当 m = 20、T = 1 时，随着时间步长逐

步减小，耦合方程绝对误差的数量级从 10−5下降到 10−7，通过计算时间收敛阶为二阶精度．

由表 2 可知，与有限差分法格式比较，本文 BICM-CN 格式使用 10 个节点得到的误差比有限差分使用 32 个

节点得到的误差小得多，数值解的精度更高．在相同 8 个节点的情况下，与有限差分法格式比较，BICM-CN 格

式的误差缩小了 20 多倍．

由图 1 中两种空间离散格式的收敛精度可知，BICM-CN 格式的误差从 10−2 下降到 10−6，具有指数收敛的

性质．

图 2、图 3 展示了采用 BICM-CN 格式求解耦合 Burgers 方程组时，在空间节点数 m = 20、时间步长Δt = 

0.02、最终时刻 T = 1 条件下的计算结果．其中：图 2 为 u、v 的数值解与精确解的图像，图 3 为相同参数下 u、v 的

绝对误差图像．可知 BICM-CN 格式求解耦合 Burgers 方程能达到较高精度．

图 4 展示了在保持 m = 20、Δt = 0.02 不变的前提下，改变最终时刻 T 的取值，得到的 u、v 数值解图像．可知

随着 T 的改变，数值解始终保持稳定．

表表 1　耦合　耦合Burgers方程方程 BICM-CN格式时间收敛阶数格式时间收敛阶数（（m = 20、、T = 1））

Table 1　　Temporal convergence orders of the BICM-CN scheme for the coupled Burgers’’ equations （（m = 20，，T = 1））

Δt
1/20
1/40
1/80
1/160
1/320

绝对误差
7.586 3×10−5

1.896 2×10−5

4.740 2×10−6

1.185 0×10−6

2.962 6×10−7

收敛阶
-

2.000 293
2.000 073
2.000 018
2.000 004

表表 2　耦合　耦合Burgers方程方程BICM-CN格式不同空间节点数误差对比格式不同空间节点数误差对比（（Δt = 0.001、、T = 1））

Table 2　　Error comparison of the BICM-CN scheme for the coupled Burgers’’ equations 

with varying number of spatial nodes （（Δt = 0.001，，T = 1））

m

8
16
32
64

有限差分法
||E（u）||∞

4.883 2×10−2

1.319 8×10−2

3.375 6×10−3

8.439 7×10−4

||E（v）||∞
4.883 2×10−2

1.319 8×10−2

3.375 6×10−3

8.439 7×10−4

m

4
6
8

10

BICM-CN
||E（u）||∞

5.712 3×10−2

3.281 6×10−3

1.041 5×10−4

2.690 8×10−6

||E（v）||∞
5.712 3×10−2

3.281 6×10−3

1.041 5×10−4

2.690 8×10−6
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图图 1　耦合　耦合Burgers方程的不同空间离散格式的收敛精度图像方程的不同空间离散格式的收敛精度图像

Figure 1　　Convergence accuracy of different spatial discretization schemes for the coupled Burgers’’ equations

图图 2　耦合　耦合Burgers方程的数值解图像方程的数值解图像

Figure 2　　Numerical solutions of the coupled Burgers’’ equations

图图 3　耦合　耦合 Burgers方程的绝对误差图像方程的绝对误差图像

Figure 3　　Absolute error plots for the coupled Burgers’’ equations

图图 4　当　当m = 20、、Δt = 0.02时耦合时耦合Burgers方程的不同方程的不同T图像图像

Figure 4　　Numerical and exact solutions of the coupled Burgers’’ equations at various time levels （（m = 20，，Δt = 0.02））
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4.2　算例  2

取 ε = 1、α1 = 2、β1 = 2，即考虑如下方程：

ì
í
î

ut = uxx + 2uux + α2 (uv )x,

vt = vxx + 2vvx + β2 (uv )x,
-10 ≤ x ≤ 10, 0 ≤ t ≤ T. (44)

耦合 Burgers 方程的精确解为：

u ( x, t ) = a0 -  2A (
2α2 -  1

4α2 β2 -  1
) tanh ( A ( x -  2At ) ),

v ( x, t ) = a0 (
2β2 -  1
2α2 -  1

) -  2A (
2α2 -  1

4α2 β2 -  1
) tanh ( A ( x -  2At ) )

          A =
4α2 β2 -  1
4α2 -  2

,

, (45)

其中初边值条件取决于精确解．分别在以下 3 种情况，计算 u（x， t）、v（x， t）在 T = 1 时刻的数值解．情形 1：α2 = 

1，β2 = 2，a0 = 0.05；情形 2：α2 = 0.1，β2 = 0.3，a0 = 0.05；情形 3：α2 = 0.3，β2 = 0.03，a0 = 0.05．

图 5、图 6、图 7 展示了采用 BICM-CN 格式求解耦合 Burgers 方程组，当 m = 20、Δt = 0.01、T = 1 时，u 与 v 的

数值解、精确解．结合表 3，观察数值解与精确解之间的误差，发现不同系数下，BICM-CN 求解耦合 Burgers 方

程的数值解对精确解的逼近效果好．

图图 5　情形　情形1的数值解与精确解的数值解与精确解（（α2 = 1、、β2 = 2、、a0 = 0.05、、T = 1））

Figure 5　　Profiles of numerical and exact solutions for Case 1 （（α2 = 1，， β2 = 2，， a0 = 0.05，， T = 1））

图图 6　情形　情形2的数值解与精确解的数值解与精确解（（α2 = 0.1、β2 = 0.3、a0 = 0.05、T = 1））

Figure 6　　Profiles of numerical and exact solutions for Case 2 （（α2 = 0.1，， β2 = 0.3，， a0 = 0.05，， T = 1））

35



新疆大学学报（自然科学版中英文） 2026 年

图 8 展示了采用 BICM-CN 格式求解耦合 Burgers 方程组，当 m = 16、Δt = 0.05 时，不同 T 的数值解图像．可

知随着 T 的改变，数值解保持稳定．

5　结束语

本文利用重心插值配点法结合 Crank-Nicolson 格式求解非线性耦合 Burgers 方程．针对方程的非线性部

分，运用直接线性化迭代的方式进行处理，由此推导得到线性代数方程，同时给出全离散格式的相容性误差分

析．相比传统有限差分法，本文格式仅需较少的计算节点就可得到较高的精度，并通过数值算例验证了本文格

式的高精度与有效性．未来研究中，可尝试将本文使用的重心插值配点法与更多高效的数值方法结合，以探索

在更高维的 Burgers 方程或其他复杂非线性方程求解中的应用潜力．

图图 7　情形　情形3的数值解与精确解的数值解与精确解（（α2 = 0.3、、β2 = 0.03、、a0 = 0.05、、T = 1））

Figure 7　　Profiles of numerical and exact solutions for Case 3 （（α2 = 0.3，， β2 = 0.03，， a0 = 0.05，， T = 1））

表表 3　耦合　耦合Burgers方程在不同系数下的误差范数方程在不同系数下的误差范数

Table 3　　Error norms of the coupled Burgers’’ equations for various coefficients

m

16

20

α2

0.1

0.3

0.1

0.3

β2

0.3

0.03

0.3

0.03

T = 0.5

||E（u）||∞

7.731 7×10−5

7.069 3×10−5

7.732 0×10−5

7.010 9×10−5

||E（v）||∞

3.765 9×10−5

3.523 0×10−5

3.797 9×10−5

3.530 5×10−5

T = 1

||E（u）||∞

1.530 6×10−5

1.069 3×10−5

1.529 2×10−5

1.138 5×10−5

||E（v）||∞

7.363 8×10−5

7.054 3×10−5

7.351 7×10−5

7.062 6×10−5

图 8　当m = 16、、 Δt = 0.05时耦合Burgers方程的不同T图像

Figure 8　　Numerical and exact solutions for the coupled Burgers’’ equations at various time levels （（m = 16，， Δt = 0.05））
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